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Перестановочность проекторов
и характеризация следа на алгебрах фон Неймана. II

А. М. Бикчентаев

Получены новые необходимые и достаточные условия коммутирования про-
екторов в терминах операторных неравенств. Эти неравенства применены для
характеризации следа на алгебрах фон Неймана в классе всех положительных
нормальных функционалов.

Библиография: 18 названий.

1. Введение. Создание теории некоммутативного интегрирования было стиму-
лировано задачами математического обоснования квантовой механики. Основопо-
логающими трудами явился цикл обширных работ Дж. фон Неймана по алгеб-
рам операторов (30–40-е гг. XX в.), часть из которых выполнена в соавторстве
с Ф.Дж. Мюрреем. Насыщенные новыми плодотворными идеями, эти работы соста-
вили основу общей теории интегрирования в алгебрах операторов. Оформление
общей теории интегрирования относительно унитарно-инвариантных мер в полу-
конечных алгебрах фон Неймана было осуществлено И. Сигалом в 1953 г. Тео-
рия Сигала охватила теорию интегрирования относительно нормального следа. Он
также осуществил вложение классической теории интегрирования на пространстве
с мерой в построенную им схему.

В связи с прогрессом в теории алгебр фон Неймана и расширением сферы ее
приложений встала проблема распространения теории интегрирования Сигала на
нормальные веса в произвольных алгебрах фон Неймана. Решение этой проблемы
(70–80-е гг. XX в.) опиралось на фундаментальные результаты общей теории алгебр
фон Неймана (модулярная теория Томиты–Такесаки (1970 г.), характеризация нор-
мальных весов У. Хаагерупом (1975 г.)), см., например, [1].

Исследования по задачам характеризации следов в классе нормальных весов или
функционалов на алгебрах фон Неймана начались в 70-е гг. XX в.

Настоящая заметка является продолжением работ [2], [3], обозначений и терми-
нологии которых мы придерживаемся. В [2] получен критерий перестановочности
пары проекторов в терминах их верхней (нижней) грани в решетке всех проекто-
ров алгебры и показано, что каждый косоэрмитов элемент собственно бесконечной
алгебры фон Неймана M представляется в виде конечной суммы коммутаторов
проекторов из M . Невозможность таких представлений для конечной алгебры фон
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Неймана связана с существованием нетривиального конечного следа на этой алгеб-
ре. В конечномерном случае в терминах конечных сумм коммутаторов проекторов
описано множество операторов с нулевым каноническим следом tr.

В [3] получена характеризация следа на алгебрах фон Неймана в терминах ком-
мутирования произведений проекторов под знаком веса.

В данной работе установлены новые критерии перестановочности проекторов
в терминах операторных неравенств. Получены характеризации следа в классе всех
положительных нормальных функционалов на алгебре фон Неймана.

Сведения о других характеризациях следа можно почерпнуть в [3]–[9], см. также
библиографию в них.

2. Обозначения, некоторые определения и предварительные сведения.
Пусть H – гильбертово пространство над полем C и e – тождественный оператор
в H . Через B(H ) обозначим *-алгебру всех линейных ограниченных операторов
в H . Коммутантом множества 𝑋 ⊂ B(H ) называется множество

𝑋 ′ = {𝑦 ∈ B(H ) : 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, 𝑥*𝑦 = 𝑦𝑥*, 𝑥 ∈ 𝑋}.

*-Подалгебра M алгебры B(H ) называется алгеброй фон Неймана, действующей
в гильбертовом пространстве H , если M = M ′′. Если 𝑋 ⊂ B(H ), то 𝑋 ′ – алгеб-
ра фон Неймана, а 𝑋 ′′ – наименьшая алгебра фон Неймана, содержащая 𝑋. Для
алгебры фон Неймана M операторов в H через M h, M u, M +, Z (M ) и M pr обо-
значим ее эрмитову, унитарную, положительную части, центр и решетку проекторов
соответственно. Пусть 𝑠𝑟(𝑥) – носитель элемента 𝑥 ∈ M h. Если оператор 𝑧 при-
надлежит M , то |𝑧| = (𝑧*𝑧)1/2 ∈ M +. Для 𝑝, 𝑞 ∈ M pr пишем 𝑝 ∼ 𝑞, если 𝑝 = 𝑢*𝑢

и 𝑞 = 𝑢𝑢* с некоторым 𝑢 ∈ M ; пусть 𝑝⊥ = e − 𝑝, M𝑝 = {𝑝𝑥 | 𝑝H : 𝑥 ∈ M } –
редуцированная алгебра фон Неймана.

Весом на M называется отображение 𝜙 : M + → [0, +∞] такое, что

𝜙(𝑥 + 𝑦) = 𝜙(𝑥) + 𝜙(𝑦), 𝜙(𝜆𝑥) = 𝜆𝜙(𝑥), 𝑥, 𝑦 ∈ M +, 𝜆 > 0, 0 · ∞ ≡ 0.

Вес 𝜙 на M называется нормальным, если 𝜙(𝑥) = sup𝜙(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ↗ 𝑥, 𝑥𝑖, 𝑥 ∈ M +;
конечным, если 𝜙(e) < +∞; следом, если 𝜙(𝑥*𝑥) = 𝜙(𝑥𝑥*), 𝑥 ∈ M . Вес 𝜙 корректно
продолжается по линейности до функционала на Lin{𝑥 ∈ M + : 𝜙(𝑥) < +∞}. Такое
продолжение позволяет отождествлять конечные веса с положительными функци-
оналами на M . Пусть M +

* – конус положительных нормальных функционалов
на M . Если 𝜙 ∈ M +

* является следом, 𝑧 ∈ M и числа 𝛼, 𝛽 > 1, 1/𝛼 + 1/𝛽 = 1, то
|𝜙(𝑧)| 6 𝜙(|𝑧|) и выполняется

– неравенство Гёльдера [10; гл. IX, теорема 2.13], [11; теорема 5]

𝜙(|𝑥𝑦|) 6 𝜙(𝑥𝛼)1/𝛼𝜙(𝑦𝛽)1/𝛽 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ M +;

– неравенство Коши–Буняковского–Шварца [12; теорема 4.21]

𝜙(|𝑥𝑦|1/2) 6 𝜙(𝑥)1/2𝜙(𝑦)1/2 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ M +;

– неравенство Голдена–Томпсона [11; теорема 4]

𝜙(𝑒𝑥+𝑦) 6 𝜙(𝑒𝑥/2𝑒𝑦𝑒𝑥/2) для всех 𝑥, 𝑦 ∈ M h.
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Пусть (𝑒𝑖𝑗) – канонический набор матричных единиц M𝑛(C). Мы отождествляем
алгебру M𝑛(M ) (𝑛 × 𝑛)-матриц с элементами из M с тензорным произведением
M𝑛(C)⊗M , отождествляя матрицу [𝑎𝑖𝑗 ] с

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑒𝑖𝑗 ⊗ 𝑎𝑖𝑗 в обычном смысле. Пусть

N – алгебра фон Неймана с единицей 𝑒N и 𝛿 ∈ C с |𝛿| = 1, 0 6 𝑡 6 1. Определим
проектор 𝑟(𝛿,𝑡) в M2(N ), положив

𝑟(𝛿,𝑡) =
(︂

𝑡 · 𝑒N 𝛿𝑡1/2(1− 𝑡)1/2 · 𝑒N

𝛿𝑡1/2(1− 𝑡)1/2 · 𝑒N (1− 𝑡) · 𝑒N

)︂
. (1) {eq1}

Лемма 1 [13; гл. 5, п. (ii) теоремы 1.41]. Если алгебра фон Неймана N порожде-
на двумя проекторами 𝑝, 𝑞 ∈ B(H ), то существует единственный проектор 𝑧 ∈
Z (N ) такой, что алгебра N𝑧 имеет тип I2 и N𝑧⊥ абелева, причем dimC N𝑧⊥ 6 4.

Лемма 2 [14; теорема 2.3.3]. Пусть алгебра фон Неймана N имеет тип I𝑛
(𝑛 – кардинальное число). Тогда алгебра N *-изоморфна тензорному произведе-
нию Z (N )⊗B(K ), где K – гильбертово пространство с dim K = 𝑛.

Пусть 𝛷 – класс всех измеримых вогнутых функций 𝑓 : R+ → R с 𝑓(0) = 0, строго
вогнутых на отрезке [0, 1].

3. О перестановочности проекторов. Геометрический смысл перестановоч-
ности проекторов 𝑝 и 𝑞 состоит в том, что подпространства 𝑝H ⊖ (𝑝H ∩ 𝑞H ) и
𝑞H ⊖ (𝑝H ∩ 𝑞H ) ортогональны; при этом 𝑝𝑞 = 𝑝 ∧ 𝑞.

Теорема 1. Для 𝑝, 𝑞 ∈ B(H )pr следующие условия эквивалентны:
(i) 𝑒𝑝+𝑞 6 𝑒𝑝/2𝑒𝑞𝑒𝑝/2 ;
(ii) 𝑒𝑝/2𝑒𝑞𝑒𝑝/2 6 𝑒𝑝+𝑞 ;
(iii) 𝑒𝑝𝑞𝑝 6 𝑒𝑞 ;
(iv) Re 𝑝𝑞 6 |𝑝𝑞|;
(v) 𝑓(𝑝 + 𝑞) 6 𝑓(𝑝) + 𝑓(𝑞) для некоторой функции 𝑓 ∈ 𝛷;
(vi) 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝.

Доказательство. (vi) ⇒ (i)–(v). Абелева (т.е. коммутативная) алгебра фон
Неймана {𝑝, 𝑞}′′ *-изоморфна алгебре 𝐿∞(Ω, A, 𝜇) на некотором локализуемом про-
странстве с мерой (Ω, A, 𝜇). Существуют 𝐴, 𝐵 ∈ A такие, что 𝑝 = 𝜒𝐴, 𝑞 = 𝜒𝐵 и нера-
венства (i), (ii) и (iv) для индикаторов превращаются в равенства. Неравенство (iii)
приобретает вид 𝑒𝜒𝐴∩𝐵 6 𝑒𝜒𝐵 . Неравенство 𝑓(𝜒𝐴 + 𝜒𝐵) 6 𝑓(𝜒𝐴) + 𝑓(𝜒𝐵) выполнено
в силу полуаддитивности измеримой вогнутой функции 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0, см. [15; гл. VII,
теорема 7.2.5].

Для проверки обратных импликаций заметим, что 𝑒𝑝/2 = 𝑒1/2𝑝+𝑝⊥, 𝑒𝑞 = 𝑒𝑞 + 𝑞⊥.
Свяжем с 𝑝 и 𝑞 порожденную ими алгебру фон Неймана N = {𝑝, 𝑞}′′. По лемме 1
существует единственный проектор 𝑧 ∈ Z (N ) такой, что алгебра N𝑧 имеет тип I2
и алгебра N𝑧⊥ абелева. Ясно, что проекторы 𝑝𝑧⊥ и 𝑞𝑧⊥ коммутируют. Из теоремы
Гельфанда о представлении абелевой унитальной 𝐶*-алгебры (см., например, [13;
гл. 3, теорема 1.18]) следует, что алгебра Z (N𝑧) *-изоморфна 𝐶*-алгебре 𝐶(Ω)
всех комплекснозначных непрерывных функций на стоуновском пространстве Ω
всех характеров алгебры Z (N𝑧). Теперь из леммы 2 следует, что алгебра N𝑧

*-изоморфна матричной алгебре M2(𝐶(Ω)).
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Для ̃︀𝑟 ∈ M2(𝐶(Ω))pr определим области постоянства ранга (или, что то же самое,
области постоянства канонического следа tr)

Ω𝑗(̃︀𝑟) = {𝜔 ∈ Ω | ̃︀𝑟11(𝜔) + ̃︀𝑟22(𝜔) = 𝑗}, 𝑗 ∈ {0, 1, 2}.

Множества Ω𝑗(̃︀𝑟) замкнуты (как прообразы замкнутых множеств {𝑗} ⊂ C при непре-
рывном отображении) и образуют дизъюнктное покрытие пространства Ω.

Проекторы 𝑝𝑧 и 𝑞𝑧 отождествляются c ̃︀𝑝, ̃︀𝑞 ∈ M2(𝐶(Ω))pr соответственно. Пусть

Ω𝑖𝑗 = Ω𝑖(̃︀𝑝) ∩ Ω𝑗(̃︀𝑞 ), 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, 2}.

Все девять множеств Ω𝑖𝑗 открыто-замкнуты и образуют дизъюнктное покрытие про-
странства Ω. Если 𝜔 ∈ Ω ∖ Ω11, то ̃︀𝑝̃︀𝑞(𝜔) = ̃︀𝑞 ̃︀𝑝(𝜔).

Лемма 3 [16; следствие 3.3]. Для каждого 𝑥 ∈ M𝑛(𝐶(Ω))h существует такой
𝑢 ∈ M𝑛(𝐶(Ω))u , что матрица 𝑢*𝑥𝑢(𝜔) диагональна для всех 𝜔 ∈ Ω.

Из леммы 3 вытекает, что существует такой 𝑢 ∈ M2(𝐶(Ω))u и такое замкнутое
подмножество Ω′1(̃︀𝑝) ⊂ Ω1(̃︀𝑝), что

𝑢*(𝜔)̃︀𝑝(𝜔)𝑢(𝜔) = diag(1, 0) для всех 𝜔 ∈ Ω′1(̃︀𝑝),

𝑢*(𝜔)̃︀𝑝(𝜔)𝑢(𝜔) = diag(0, 1) для всех 𝜔 ∈ Ω1(̃︀𝑝) ∖ Ω′1(̃︀𝑝).

Поэтому достаточно рассмотреть случай 𝑝 = diag(1, 0), 𝑞 = 𝑟(𝛿,𝑡), 𝛿 ∈ C с |𝛿| = 1 и 0 6
𝑡 6 1, см. (1). Найдем спектральное представление для 𝑝 + 𝑞. Характеристическое
уравнение ⃒⃒⃒⃒

1 + 𝑡− 𝜆 𝛿𝑡1/2(1− 𝑡)1/2

𝛿𝑡1/2(1− 𝑡)1/2 1− 𝑡− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
= 𝜆2 − 2𝜆 + 1− 𝑡 = 0

имеет корни 𝜆1,2 = 1± 𝑡1/2. Следовательно,

𝑝 + 𝑞 = (1 + 𝑡1/2)𝑟(𝑤,𝑎) + (1− 𝑡1/2)𝑟(−𝑤,1−𝑎),

где 𝑤 ∈ C, |𝑤| = 1 и 0 6 𝑎 6 1. Из равенств

1 + 𝑡 = (1 + 𝑡1/2)𝑎 + (1− 𝑡1/2)(1− 𝑎), 𝛿𝑓(𝑡) = 2𝑡1/2𝑤𝑓(𝑎)

последовательно находим 𝑎 = (1 + 𝑡1/2)/2, 𝑤 = 𝛿. Поэтому

𝑒𝑝+𝑞 = 𝑒1+
√

𝑡𝑟(𝛿,(1+
√

𝑡)/2) + 𝑒1−
√

𝑡𝑟(−𝛿,(1−
√

𝑡)/2)

=

⎛⎜⎝𝑒1+
√

𝑡 1 +
√

𝑡

2
+ 𝑒1−

√
𝑡 1−

√
𝑡

2
*

* 𝑒1+
√

𝑡 1−
√

𝑡

2
+ 𝑒1−

√
𝑡 1 +

√
𝑡

2

⎞⎟⎠ ;

здесь и далее символ “*” обозначает элементы матрицы, значения которых нам не
понадобятся. Имеем 𝑒𝑝/2 = diag(𝑒1/2, 1) и

𝑒𝑝/2𝑒𝑞𝑒𝑝/2 =
(︂

𝑒(𝑒𝑡− 𝑡 + 1) *
* 𝑒(1− 𝑡) + 𝑡

)︂
.
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(i) ⇒ (vi). Неравенство

𝑒1+
√

𝑡 1−
√

𝑡

2
+ 𝑒1−

√
𝑡 1 +

√
𝑡

2
6 𝑒(1− 𝑡) + 𝑡 (2) {eq2}

обращается в равенство при 𝑡 ∈ {0, 1}. Разделив обе части неравенства (2) на 𝑒 и
заменив 𝑡 на 𝑡2, получаем

𝑒𝑡 1− 𝑡

2
+ 𝑒−𝑡 1 + 𝑡

2
6 1− 𝑡2 + 𝑒−1𝑡2,

т.е. ch(𝑡)− 𝑡 sh(𝑡) 6 1− 𝑡2 + 𝑒−1𝑡2. Покажем, что при 0 < 𝑡 < 1 выполнено противо-
положное к (2) неравенство

0 < ch(𝑡)− 𝑡 sh(𝑡)− 1 + 𝑡2 − 𝑒−1𝑡2 ≡ ℎ(𝑡).

Заменив ch(𝑡) и sh(𝑡) соответствующими рядами по степеням 𝑡, имеем

ℎ(𝑡) = (2−1 − 𝑒−1)𝑡2 +
∞∑︁

𝑘=2

(︂
1

(2𝑘)!
− 1

(2𝑘 − 1)!

)︂
𝑡2𝑘 = (2−1 − 𝑒−1)𝑡2 +

∞∑︁
𝑘=2

1− 2𝑘

(2𝑘)!
𝑡2𝑘.

Разделив при 0 < 𝑡 < 1 на 𝑡2, получим

ℎ(𝑡) > 0 ⇐⇒ 𝑔(𝑡) ≡
∞∑︁

𝑘=2

2𝑘 − 1
(2𝑘)!

𝑡2𝑘−2 < 2−1 − 𝑒−1.

Имеем

𝑔(1) =
∞∑︁

𝑘=2

1
(2𝑘 − 1)!

−
∞∑︁

𝑘=2

1
(2𝑘)!

= −1 + sh(1)− (−1− 2−1 + ch(1)) = 2−1 − 𝑒−1.

(ii) ⇒ (vi). Неравенство

𝑒2𝑡− 𝑒𝑡 + 𝑒 6 𝑒1+
√

𝑡 1 +
√

𝑡

2
+ 𝑒1−

√
𝑡 1−

√
𝑡

2
(3) {eq3}

обращается в равенство при 𝑡 ∈ {0, 1}. Разделив обе части неравенства (3) на 𝑒 и
заменив 𝑡 на 𝑡2, получим

1 + (𝑒− 1)𝑡2 6 𝑒𝑡 1 + 𝑡

2
+ 𝑒−𝑡 1− 𝑡

2
,

т.е. 1 + (𝑒− 1)𝑡2 6 ch(𝑡) + 𝑡 sh(𝑡). Покажем, что при 0 < 𝑡 < 1 выполнено противопо-
ложное к (3) неравенство

0 < 1 + (𝑒− 1)𝑡2 − ch(𝑡)− 𝑡 sh(𝑡) ≡ ℎ1(𝑡).

Заменив ch(𝑡) и sh(𝑡) соответствующими рядами по степеням 𝑡, имеем

ℎ1(𝑡) =
(︂

𝑒− 5
2

)︂
𝑡2 −

∞∑︁
𝑘=2

(︂
1

(2𝑘)!
+

1
(2𝑘 − 1)!

)︂
𝑡2𝑘 =

(︂
𝑒− 5

2

)︂
𝑡2 −

∞∑︁
𝑘=2

2𝑘 + 1
(2𝑘)!

𝑡2𝑘.
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Разделив при 0 < 𝑡 < 1 на 𝑡2, получаем

ℎ1(𝑡) > 0 ⇐⇒ 𝑔1(𝑡) ≡
∞∑︁

𝑘=2

2𝑘 + 1
(2𝑘)!

𝑡2𝑘−2 < 𝑒− 5
2

.

Имеем

𝑔1(1) =
∞∑︁

𝑘=2

1
(2𝑘 − 1)!

+
∞∑︁

𝑘=2

1
(2𝑘)!

= −1 + sh(1)− 1− 1
2

+ ch(1) = 𝑒− 5
2

.

(iii) ⇒ (vi). Имеем 𝑝𝑞𝑝 = 𝑡𝑝, поэтому 𝑒𝑝𝑞𝑝 = 𝑒𝑡𝑝 = diag(𝑒𝑡, 1),

𝑒𝑞 = 𝑒𝑞 + 𝑞⊥ =
(︂

1 + (𝑒− 1)𝑡 (𝑒− 1)𝛿𝑡1/2(1− 𝑡)1/2

(𝑒− 1)𝛿𝑡1/2(1− 𝑡)1/2 𝑒− (𝑒− 1)𝑡

)︂
.

При 0 6 𝑡 6 1 имеем 𝑒𝑡 6 1 + (𝑒 − 1)𝑡 (отрезок 𝑦(𝑡) = 1 + (𝑒 − 1)𝑡 является хордой
к графику выпуклой функции 𝑥(𝑡) = 𝑒𝑡 в точках с абциссами 𝑡1 = 0 и 𝑡2 = 1) и
1 6 𝑒− (𝑒− 1)𝑡. Поэтому неравенство (iii) выполнено тогда и только тогда, когда

(1 + (𝑒− 1)𝑡− 𝑒𝑡)(𝑒− 1− (𝑒− 1)𝑡)− (𝑒− 1)2𝑡(1− 𝑡) > 0.

Разделив обе части этого неравенства на 𝑒− 1, получаем

(1 + (𝑒− 1)𝑡− 𝑒𝑡)(1− 𝑡)− (𝑒− 1)𝑡(1− 𝑡) > 0.

Если 𝑡 = 1, то 𝑝 = 𝑞 = 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝; при 0 6 𝑡 < 1 разделив обе части последнего
неравенства на 1 − 𝑡, получим 1 − 𝑒𝑡 > 0. Следовательно, 𝑡 = 0 и 𝑞 = 𝑝⊥, т.е.
𝑝𝑞 = 𝑞𝑝 = 0.

(iv) ⇒ (vi). Имеем 𝑞𝑝𝑞 = 𝑡𝑞, поэтому |𝑝𝑞| = 𝑡1/2𝑞 и

Re 𝑝𝑞 =
(︂

𝑡 𝛿𝑡1/2(1− 𝑡)1/2/2
𝛿𝑡1/2(1− 𝑡)1/2/2 0

)︂
, |𝑝𝑞| − Re 𝑝𝑞 =

(︂
𝑡3/2 − 𝑡 *
* *

)︂
.

Тогда 𝑡3/2 − 𝑡 > 0 и 𝑡 ∈ {0, 1}, таким образом, 𝑝𝑞 = 𝑞𝑝.
(v)⇒ (vi). Пусть проекторы 𝑝, 𝑞, 𝑟 одномерны, 𝑝+𝑞 = 𝜆𝑟+(2−𝜆)𝑟⊥ – спектральное

представление, 0 6 𝜆 6 2. Тогда

𝑓(𝑝 + 𝑞) = 𝑓(𝜆)𝑟 + 𝑓(2− 𝜆)𝑟⊥, 𝑓(𝑝) + 𝑓(𝑞) = 𝑓(1)(𝑝 + 𝑞).

По предположению

𝑓(𝜆)𝑟 + 𝑓(2− 𝜆)𝑟⊥ 6 𝑓(1)(𝜆𝑟 + (2− 𝜆)𝑟⊥). (4) {eq4}

Пусть 0 6 𝜆 6 1. Умножив обе части (4) слева и справа на 𝑟, получаем неравенство
𝑓(𝜆) 6 𝑓(1)𝜆. Отрезок 𝑦(𝜆) = 𝑓(1)𝜆 является хордой к графику строго вогнутой
функции 𝑓(𝜆) в точках с абциссами 𝜆1 = 0 и 𝜆2 = 1. Поэтому неравенство 𝑓(𝜆) 6
𝑓(1)𝜆 выполнено только при 𝜆 ∈ {0, 1}, т.е. при 𝑝 = 𝑞 или 𝑝 = 𝑞⊥.

Пусть 𝜆 ∈ (1, 2]. Умножив обе части неравенства (4) слева и справа на 𝑟⊥, полу-
чаем 𝑓(2− 𝜆) 6 𝑓(1)(2− 𝜆). Заменив здесь 2− 𝜆 на 𝑡, имеем 𝑓(𝑡) 6 𝑓(1)𝑡, 0 6 𝑡 < 1.
Рассуждая аналогично предыдущему случаю, получаем 𝑡 = 0, т.е. 𝜆 = 2 и 𝑝 = 𝑞.
Теорема доказана.
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4. Характеризации следа на алгебре фон Неймана.

Теорема 2. Для функционала 𝜙 ∈ M +
* следующие условия эквивалентны:

(i) для некоторых чисел 𝛼, 𝛽 > 1, 1/𝛼 + 1/𝛽 = 1, 𝛼 ̸= 2, для любых 𝑝, 𝑞 ∈ M pr

выполняется неравенство |𝜙(𝑝𝑞)| 6 𝜙(𝑝)1/𝛼𝜙(𝑞)1/𝛽 ;
(ii) для некоторых чисел 𝛼, 𝛽 > 1, 1/𝛼 + 1/𝛽 = 1, 𝛼 ̸= 2, для любых 𝑝, 𝑞 ∈ M pr

выполняется неравенство Гёльдера 𝜙(|𝑝𝑞|) 6 𝜙(𝑝)1/𝛼𝜙(𝑞)1/𝛽 ;
(iii) для любых 𝑝, 𝑞 ∈ M p𝑟 выполняется неравенство Коши–Буняковского–Швар-

ца 𝜙(|𝑝𝑞|1/2) 6 𝜙(𝑝)1/2𝜙(𝑞)1/2 ;
(iv) для любых 𝑝, 𝑞 ∈ M p𝑟 выполняется неравенство Голдена–Томпсона 𝜙(𝑒𝑝+𝑞) 6

𝜙(𝑒𝑝/2𝑒𝑞𝑒𝑝/2);
(v) для любых 𝑝, 𝑞 ∈ M p𝑟 выполняется неравенство 𝜙(𝑒𝑞𝑝𝑞) 6 𝜙(𝑒𝑝);
(vi) для любых 𝑝, 𝑞 ∈ M p𝑟 выполняется неравенство 𝜙(Re 𝑝𝑞) > 0;
(vii) для любых 𝑝, 𝑞 ∈ M p𝑟 выполняется неравенство 𝜙(Re 𝑝𝑞) 6 𝜙(|𝑝𝑞|);
(viii) для любых 𝑝, 𝑞 ∈ M p𝑟 выполняется неравенство 𝜙(Im 𝑝𝑞) > 0;
(ix) для любых 𝑝, 𝑞 ∈ M p𝑟 выполняется неравенство 𝜙(𝑓(𝑝 + 𝑞)) 6 𝜙(𝑓(𝑝)) +

𝜙(𝑓(𝑞)), где 𝑓 : R+ → R – вогнутая функция с 𝑓(0) = 0, дифференцируемая
в точке 𝑡 = 1 с 𝑓 ′(1) ̸= 𝑓(1);

(x) 𝜙 является следом.

Доказательство. Импликации (x) ⇒ (i)–(iv) следуют из приведенных в п. 2
неравенств Гёльдера, Коши–Буняковского–Шварца и Голдена–Томпсона, соответ-
ственно.

(x) ⇒ (v). Имеем сходящиеся по норме ряды

𝑒𝑝 = e + 𝑝 +
𝑝

2!
+

𝑝

3!
+ · · ·+ 𝑝

𝑛!
+ · · · = 𝑒𝑝 + 𝑝⊥,

𝑒𝑞𝑝𝑞 = e + 𝑞𝑝𝑞 +
(𝑞𝑝𝑞)2

2!
+

(𝑞𝑝𝑞)3

3!
+ · · ·+ (𝑞𝑝𝑞)𝑛

𝑛!
+ · · · .

Поскольку (𝑞𝑝𝑞)𝑛 6 𝑞𝑝𝑞, справедлива оценка 𝜙((𝑞𝑝𝑞)𝑛) 6 𝜙(𝑞𝑝𝑞) = 𝜙(𝑝𝑞𝑝) 6 𝜙(𝑝),
𝑛 ∈ N. Остается учесть, что функционал 𝜙 непрерывен по норме.

(x) ⇒ (vi). Известно [9] более общее неравенство

𝜙(Re 𝑥𝑦) = Re 𝜙(𝑥𝑦) = Re𝜙(𝑥1/2𝑦𝑥1/2) = 𝜙(𝑥1/2𝑦𝑥1/2) > 0, 𝑥, 𝑦 ∈ M +.

(x) ⇒ (vii). Существует частичная изометрия 𝑢 ∈ M такая, что Re 𝑝𝑞 6 𝑢|𝑝𝑞|𝑢*
(см. [17]). Поэтому

𝜙(Re 𝑝𝑞) 6 𝜙(𝑢|𝑝𝑞|𝑢*) = 𝜙((|𝑝𝑞|1/2𝑢*)*|𝑝𝑞|1/2𝑢*) = 𝜙(|𝑝𝑞|1/2𝑢*𝑢|𝑝𝑞|1/2) 6 𝜙(|𝑝𝑞|).

(x) ⇒ (viii). Имеем 2𝜙(Im 𝑝𝑞) = 𝑖(𝜙(𝑞𝑝)− 𝜙(𝑝𝑞)) = 0.
(x) ⇒ (ix). См., например, [18; теорема 4].
Ниже показывается, что аналогично тому, как было проделано в ряде других

подобных случаев (см. [4] или [5]), доказательство обратных импликаций для про-
извольной алгебры фон Неймана сводится к случаю алгебры M2(C).

Известно [4], что 𝜙 ∈ M +
* является следом тогда и только тогда, когда 𝜙(𝑝) = 𝜙(𝑞)

для всех 𝑝, 𝑞 ∈ M pr с 𝑝𝑞 = 0 и 𝑝 ∼ 𝑞 (см. также [5; лемма 2]). Пусть *-алгебра N
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в редуцированной алгебре M𝑝+𝑞 порождена частичной изометрией 𝑣 ∈ M , реа-
лизующей эквивалентность 𝑝 и 𝑞. Тогда N *-изоморфна M2(C), а неравенства
в (i)–(ix) остаются справедливыми для операторов из N и ограничения функциона-
ла 𝜙 | N . Мы покажем, что такое ограничение является следовым функционалом
на N , поэтому 𝜙(𝑝) = 𝜙(𝑞).

Пусть функционал 𝜙 задается оператором плотности 𝑠𝜙 = diag(1/2 + 𝑠, 1/2 − 𝑠),
0 6 𝑠 6 1/2, т.е. 𝜙(𝑥) = tr(𝑥𝑠𝜙), 𝑥 ∈ N . Рассмотрим два проектора 𝑝 = 𝑟(1,1/2−𝜀),
𝑞 = 𝑟(1,1/2+𝜀), 0 6 𝜀 6 1/2, и пусть ℎ = 1/4− 𝜀2.

(i) ⇒ (x). Поскольку

𝑝𝑞 =
(︂

2ℎ (1− 2𝜀)ℎ1/2

(1 + 2𝜀)ℎ1/2 2ℎ

)︂
, 𝑠𝜙𝑝𝑞 =

(︂
(1 + 2𝑠)ℎ *

* (1− 2𝑠)ℎ

)︂
,

имеем 𝜙(𝑝𝑞) = 2ℎ. Пусть 𝛽 > 𝛼 > 1. Имеем 𝜙(𝑝) = 1/2 − 2𝑠𝜀, 𝜙(𝑞) = 1/2 + 2𝑠𝜀.
Неравенство |𝜙(𝑝𝑞)| 6 𝜙(𝑝)1/𝛼𝜙(𝑞)1/𝛽 перепишется в виде

1
2
− 2𝜀2 6

(︂
1
2
− 2𝑠𝜀

)︂1/𝛼(︂
1
2

+ 2𝑠𝜀

)︂1/𝛽

.

Умножив обе части этого неравенства на 2 = 21/𝛼21/𝛽 , получим

1− 4𝜀2 6 (1− 4𝑠𝜀)1/𝛼(1 + 4𝑠𝜀)1/𝛽 . (5) {eq5}

Формула Тейлора дает асимптотические равенства

(1− 4𝑠𝜀)1/𝛼 = 1− 4𝑠

𝛼
𝜀 + 𝑜(𝜀), (1 + 4𝑠𝜀)1/𝛽 = 1 +

4𝑠

𝛽
𝜀 + 𝑜(𝜀)

при 𝜀 → 0+, и правая часть неравенства (5) равна

1− 4(𝛽 − 𝛼)𝑠
𝛼𝛽

𝜀 + 𝑜(𝜀), 𝜀 → 0 + .

Так как 𝑠 > 0, (5) выполнено для всех 0 < 𝜀 6 1/2 только при 𝑠 = 0.
(ii) ⇒ (x), (iii) ⇒ (x). Имеем 𝑞𝑝𝑞 = 4ℎ𝑞, поэтому |𝑝𝑞| = (𝑞𝑝𝑞)1/2 = 2ℎ1/2𝑞, |𝑝𝑞|1/2 =

(4ℎ)1/4𝑞,

𝜙(|𝑝𝑞|) = ℎ1/2(1 + 4𝑠𝜀), 𝜙(|𝑝𝑞|1/2) = (4ℎ)1/4

(︂
1
2

+ 2𝑠𝜀

)︂
.

Неравенства Гёльдера и Коши–Буняковского–Шварца имеют вид

1− 4𝜀2 6

(︂
1− 4𝑠𝜀

1 + 4𝑠𝜀

)︂2/𝛼

, 1− 4𝜀2 6 (1 + 4𝑠𝜀)−4 (6) {eq6}

соответственно. Формула Тейлора дает(︂
1− 4𝑠𝜀

1 + 4𝑠𝜀

)︂2/𝛼

= 1− 16
𝛼

𝑠𝜀 + 𝑜(𝜀), (1 + 4𝑠𝜀)−4 = 1− 16𝑠𝜀 + 𝑜(𝜀)

при 𝜀 → 0+. Поэтому неравенства (6) выполнены для всех 0 < 𝜀 6 1/2 только при
𝑠 = 0.
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(iv) ⇒ (x). Пусть 𝑟 = 𝑟(1,1/2), тогда 𝑝 + 𝑞 = (1 + 2ℎ1/2)𝑟 + (1 − 2ℎ1/2)𝑟⊥ – спек-
тральное представление. Легко видеть, что 𝑒𝑝+𝑞 = 𝑒1+2

√
ℎ𝑟 + 𝑒1−2

√
ℎ𝑟⊥,

𝑒𝑝/2𝑒𝑞𝑒𝑝/2 = 𝑒2𝑝𝑞𝑝 + 𝑒3/2(𝑝𝑞𝑝⊥ + 𝑝⊥𝑞𝑝) + 𝑒(𝑝𝑞⊥𝑝 + 𝑝⊥𝑞𝑝⊥)

+ 𝑒1/2(𝑝𝑞⊥𝑝⊥ + 𝑝⊥𝑞⊥𝑝) + 𝑝⊥𝑞⊥𝑝⊥,

𝑝𝑞𝑝 =
(︂

2ℎ(1− 2𝜀) *
* 2ℎ(1 + 2𝜀)

)︂
, 𝑝𝑞𝑝⊥ =

(︂
4ℎ𝜀 *
* −4ℎ𝜀

)︂
,

𝑝𝑞⊥𝑝 =
(︂

2𝜀2 − 4𝜀3 *
* 2𝜀2 + 4𝜀3

)︂
, 𝑝𝑞⊥𝑝⊥ =

(︂
4𝜀3 − 𝜀 *
* 𝜀− 4𝜀3

)︂
,

𝑝⊥𝑞𝑝⊥ =
(︂

2𝜀2 + 4𝜀3 *
* 2𝜀2 − 4𝜀3

)︂
, 𝑝⊥𝑞⊥𝑝⊥ =

(︂
2ℎ(1 + 2𝜀) *

* 2ℎ(1− 2𝜀)

)︂
.

Неравенство Голдена–Томпсона перепишем в виде

𝑒1+2
√

ℎ + 𝑒1−2
√

ℎ 6 4𝑒2ℎ(1− 4𝑠𝜀) + 32𝑒3/2ℎ𝑠𝜀 + 8𝑒𝜀2 − 32𝑒1/2ℎ𝑠𝜀 + 4ℎ(1 + 4𝑠𝜀).

Формула Тейлора при 𝜀 → 0+ дает

𝑒1−2
√

ℎ = 𝑒1−
√

1−4𝜀2
= 1− 𝜀2 + 𝑜(𝜀2) = 1 + 𝑜(𝜀),

𝑒1+2
√

ℎ = 𝑒2 · 𝑒
√

1−4𝜀2−1 = 𝑒2(1 + 2𝜀2 + 𝑜(𝜀2)) = 𝑒2 + 𝑜(𝜀).

Имеем

𝑎 ≡ −2𝑒2 + 4𝑒3/2 − 4𝑒1/2 + 2 = 4𝑒

(︂
2 sh

(︂
1
2

)︂
− sh(1)

)︂
= 4𝑒

(︂
2 sh

(︂
1
2

)︂
− 2 sh

(︂
1
2

)︂
ch

(︂
1
2

)︂)︂
= 8𝑒 sh

(︂
1
2

)︂(︂
1− ch

(︂
1
2

)︂)︂
< 0,

и неравенство 0 6 𝑎𝑠𝜀 + 𝑜(𝜀), 𝜀 → 0+, выполнено для всех 0 < 𝜀 6 1/2 только при
𝑠 = 0.

(v) ⇒ (x). Имеем 𝑞𝑝𝑞 = 4ℎ𝑞 и 𝑒𝑞𝑝𝑞 = 𝑒4ℎ𝑞 + 𝑞⊥. Неравенство 𝜙(𝑒𝑞𝑝𝑞) 6 𝜙(𝑒𝑝)
с учетом формулы Тейлора перепишется в виде

𝑒𝑠𝜀 6 2𝑠𝜀 + 𝑜(𝜀), 𝜀 → 0 + .

Оно выполнено для всех 0 < 𝜀 6 1/2 только при 𝑠 = 0.
(vi) ⇒ (x). Положим 𝑝 = 𝑟(1,1/2−𝜀), 𝑞 = 𝑟(−1,1/2−𝜀), 0 6 𝜀 6 1/2. Тогда

𝑝𝑞 =
(︂

2𝜀2 − 𝜀 2𝜀ℎ1/2

−2𝜀ℎ1/2 2𝜀2 + 𝜀

)︂
,

Re 𝑝𝑞 = diag(2𝜀2 − 𝜀, 2𝜀2 + 𝜀), и если 𝑠 ̸= 0, то 𝜙(Re 𝑝𝑞) = 2𝜀(𝜀− 𝑠) < 0 при 0 < 𝜀 < 𝑠.
(vii) ⇒ (x). Положим 𝑝 = 𝑟(1,1/2+𝜀), 𝑞 = 𝑟(1,1/2−𝜀), 0 6 𝜀 6 1/2. Тогда

Re 𝑝𝑞 = 2
(︂

ℎ ℎ1/2

ℎ1/2 ℎ

)︂
,
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𝑞𝑝𝑞 = 4ℎ𝑞, поэтому |𝑝𝑞| = 2ℎ1/2𝑞. Неравенство 𝜙(Re 𝑝𝑞) 6 𝜙(|𝑝𝑞|) перепишется в виде

1− 4𝜀2 6 1− 8𝑠𝜀 + 16𝑠2𝜀2.

Оно выполнено для всех 0 < 𝜀 6 1/2 только при 𝑠 = 0.
(viii) ⇒ (x). Положим 𝑝 = 𝑟(−𝑖,1/2), 𝑞 = 𝑟(1,1/2). Тогда Im 𝑝𝑞 = diag(−1/4, 1/4) и

2𝜙(Im 𝑝𝑞) = −𝑠 > 0, т.е. 𝑠 = 0.
(ix) ⇒ (x). Пусть 𝑟 = diag(1, 0) и 0 6 𝜆 6 2. Существуют одномерные проекто-

ры 𝑝, 𝑞 такие, что 𝑝 + 𝑞 = 𝜆𝑟 + (2 − 𝜆)𝑟⊥ – спектральное представление. Неравен-
ство (ix) принимает вид

𝑓(𝜆)
(︂

1
2

+ 𝑠

)︂
+ 𝑓(2− 𝜆)

(︂
1
2
− 𝑠

)︂
6 𝑓(1)

(︂
𝜆

(︂
1
2

+ 𝑠

)︂
+ (2− 𝜆)

(︂
1
2
− 𝑠

)︂)︂
,

что равносильно неравенству

(𝑓(𝜆)− 𝑓(1)𝜆)
(︂

1
2

+ 𝑠

)︂
6 (𝑓(1)(2− 𝜆)− 𝑓(2− 𝜆))

(︂
1
2
− 𝑠

)︂
.

Существует 𝜀 > 0 такое, что 𝑓(𝑡) ̸= 𝑡𝑓(1) при 𝑡 ∈ �̌�𝜀(1) = (1 − 𝜀, 1) ∪ (1, 1 + 𝜀).
Действительно, в противном случае найдется последовательность 𝑡𝑛 → 1, 𝑛 → ∞,
𝑡𝑛 ̸= 1 и 𝑓(𝑡𝑛) = 𝑡𝑛𝑓(1), 𝑛 ∈ N. Тогда

𝑓 ′(1) = lim
𝑛→∞

𝑓(𝑡𝑛)− 𝑓(1)
𝑡𝑛 − 1

= lim
𝑛→∞

(𝑡𝑛 − 1)𝑓(1)
𝑡𝑛 − 1

= 𝑓(1)

– противоречие. Итак, если 2−𝜆 ∈ �̌�𝜀(1), то 𝑓(1)(2−𝜆) ̸= 𝑓(2−𝜆) и неравенство (ix)
равносильно неравенству

𝑓(𝜆)− 𝑓(1)𝜆
𝑓(1)(2− 𝜆)− 𝑓(2− 𝜆)

(︂
1
2

+ 𝑠

)︂
6

1
2
− 𝑠. (7) {eq7}

Имеем

lim
𝜆→1−

𝑓(𝜆)− 𝑓(1)𝜆
𝑓(1)(2− 𝜆)− 𝑓(2− 𝜆)

= lim
𝑡→0+

𝑓(1− 𝑡)− 𝑓(1)(1− 𝑡)
𝑓(1)(1 + 𝑡)− 𝑓(1 + 𝑡)

= lim
𝑡→0+

(𝑓(1)(1− 𝑡)− 𝑓(1− 𝑡))/(−𝑡)
(𝑓(1)(1 + 𝑡)− 𝑓(1 + 𝑡))/𝑡

=
(𝑓(1)𝑥− 𝑓(𝑥))′|𝑥=1

(𝑓(1)𝑥− 𝑓(𝑥))′|𝑥=1
= 1.

Поэтому неравенство (7) выполнено для всех 0 6 𝜆 < 1 только при 𝑠 = 0. Теорема
доказана.

При 𝛼 = 2 п. (i) теоремы 2 теряет силу. В предельном случае из неравенства
|𝜙(𝑥𝑦)| 6 𝜙(𝑥𝛼)1/𝛼𝜙(𝑦𝛽)1/𝛽 , 𝑥, 𝑦 ∈ M +, для 𝛽 = 1 имеем неравенство |𝜙(𝑦𝑥)| 6
‖𝑦‖𝜙(𝑥); в [9] показано, что оно эквивалентно характеризации Гарднера [4] неравен-
ством

|𝜙(𝑥)| 6 𝜙(|𝑥|), 𝑥 ∈ M .
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Лемма 4. Если функция 𝑓 ∈ 𝛷 дифференцируема в точке 𝑡 = 1, то 𝑓 ′(1) < 𝑓(1).

Доказательство. Имеем 𝑓(0+) = lim𝑡→0+ 𝑓(𝑡) > 0. Хорошо известно, что
функция 𝑓 на (0,∞) абсолютно непрерывна; она имеет производную всюду, за
исключением счетного множества точек. Эта производная является убывающей
функцией. Существует представление

𝑓(𝑡) = 𝑓(0+) +
∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥, 0 < 𝑡 < ∞,

где 𝑔(𝑡) – правая производная функции 𝑓(𝑡). По предположению 𝑔(𝑡) убывает на
(0,∞) и строго убывает на (0, 1). Имеем

𝑓(1) = 𝑓(0+) +
∫︁ 1

0

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 > 𝑓(0+) +
∫︁ 1/2

0

𝑔(1/2) 𝑑𝑥 +
∫︁ 1

1/2

𝑔(1) 𝑑𝑥

= 𝑓(0+) +
𝑔(1/2)

2
+

𝑔(1)
2

> 𝑔(1) = 𝑓 ′(1).
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